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Аннотация. Рассматривается реализация булевых функций схемами из нена-
дежных функциональных элементов в полном конечном базисе B, содержащем 
специальные функции. Предполагается, что все элементы схемы независимо 
друг от друга с вероятностью ε  (0,1/2) подвержены неисправностям типа 0 
на выходах. Доказано, что почти для  всех булевых функций асимптотически 
оптимальные по надежности схемы функционируют с ненадежностью, асим-
птотически равной ε при ε → 0. Эта оценка ненадежности в два раза меньше, 
чем в случае инверсных неисправностей на выходах элементов в соответст-
вующих базисах. 

Ключевые слова: булевы функции, функциональные элементы, асимптотиче-
ски оптимальный, надежность.  
 
Abstract. An article examines an implementation of the Boolean functions in the cir-
cuits with unreliable functional elements in complete finite B basic sets, containing 
special functions. It is assumed that all the circuit elements irrespective of each other 
are subject to 0 type failures at the outputs with the probability ε  (0,1/2). The arti-
cle proves that the circuits with asymptotically optimum reliability implement Boo-
lean functions with the value of unreliability being equal ε when ε→0. The present 
value of unreliability is twice lower in comparison with inverse failures at the out-
puts of the relevant basic sets’ elements. 

Keywords: Boolean functions, functional elements, asymptotically optimum reli-
ability.  

Введение 

Введем множества булевых функций: 

M1 = {    1 2 3 1 2 3,x x x x x x  ,  1 2 3 1 2 3,x x x x x x  , 1 2 3 1 2 3,x x x x x x  }; 

M2 = {   1 2 1 2 3x x x x x   ,   1 2 1 2 3x x x x x   ,  

  1 2 1 2 3x x x x x   ,  1 2 3 &x x x    1 2 3 &x x x    1 2 3& x x x  , 

 1 2 3x x x   1 2 3x x x   1 2 3x x x  }; M3 =   1 2 1 2 3{ }x x x x x   . 

Рассмотрим реализацию булевых функций схемами из ненадежных 
функциональных элементов [1] в полном конечном базисе B, содержащем не-
которую функцию из множества M = M1M2M3. Считаем, что схема реали-
                                                           

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РГНФ, номер проекта 09-06-
28615а/В. 
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зует функцию  1 2, ,..., nf x x x , если при поступлении на входы схемы набора 

 1 2, ,..., na a a a  при отсутствии неисправностей на выходе схемы появляет-

ся значение  f a . Допустим, что все элементы схемы независимо друг от 

друга с вероятностью  (ε(0,1/2)) переходят в неисправные состояния типа 0 
на выходах. Эти неисправности характеризуются тем, что в исправном со-
стоянии функциональный элемент реализует приписанную ему булеву функ-
цию, а в неисправном – константу 0.  

Пусть ( ) ( , )f aP S a
  − вероятность появления ( )f a  на выходе схемы S, 

реализующей булеву функцию ( )f x , при входном наборе a . Ненадежность 

P(S) схемы S определяется как максимальное из чисел ( ) ( , )f aP S a
  при все-

возможных входных наборах a . Надежность схемы S равна (1 − P(S)).  
Пусть    infP f P S  , где S   схема из ненадежных элементов, реа-

лизующая булеву функцию f . Схему A  из ненадежных элементов, реали-

зующую булеву функцию f , назовем асимптотически оптимальной по на-

дежности, если    ~P A P f  при 0 , т.е. 
 
 0

lim 1
P A

P f 
 . 

Пусть B3 – множество всех булевых функций, зависящих от трех пере-
менных x1, x2, x3. 

В работе [2] введены множества функций G1, G2, G3, G4, где G1 – мно-

жество функций, конгруэнтных функциям 3 31 2 1 2
1 2 1 3 2 3x x x x x x      ; G2 – 

множество булевых функций, зависящих от переменных x1, x2, x3 и конгруэнт-

ных функциям 31 2
1 2 3 , {0,1},ix x x      1,2,3i ; G3 – множество функций, 

конгруэнтных функциям 31 2 2
1 2 2 3 ,x x x x    {0,1},i    1,2,3i ; G4 – множе-

ство функций, зависящих от переменных x1, x2, x3, x4 и конгруэнтных функци-

ям 31 2 4
1 2 3 4x x x x    или 31 2 4

1 2 3 4( )( ),x x x x     где  0,1 ,i    1,2,3,4 .i  
Обозначим G = G1G2G3 (|G| = 56). В случае инверсных неисправно-

стей на выходах элементов доказано [2], что если полный конечный базис B 
содержит некоторую функцию множества G, то любую функцию f в этом ба-
зисе B можно реализовать схемой A с ненадежностью P(A) ≤ ε + 200ε2 при 
всех ε(0,1/960]. Последнее утверждение верно и в случае неисправностей 
типа 0 на выходах элементов [3–5]. Учитывая, что при неисправностях типа 0 
на выходах элементов любая схема, содержащая хотя бы один функциональ-
ный элемент и реализующая отличную от константы 0 функцию, имеет нена-
дежность не менее ε [3], получаем следующий результат: если полный конеч-
ный базис B содержит некоторую функцию множества G, то для почти всех 
функций асимптотически оптимальные по надежности схемы функциониру-
ют с ненадежностью, асимптотически равной ε при ε → 0. Это свойство бази-
са будем называть ε-свойством. 

Множество G является критериальным (исчерпывающим) [2], если ба-
зис B содержит только функции трех переменных, т.е. B  B3, а его элементы 
подвержены инверсным неисправностям на выходах. В работе [6] доказано, 
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что функции множества G не являются исчерпывающими, если базис B  B3,  
а базисные элементы подвержены неисправностям типа 0 на выходах. В ра-
боте [6] найдено такое множество *M  функций трех переменных, что если 
полный конечный базис B содержит некоторую функцию множества *M , то 
базис B обладает ε-свойством. Ответ на вопрос «Является ли множество 

*M G исчерпывающим, если полный конечный базис B  B3, а его элемен-
ты подвержены неисправностям типа 0 на выходах?» получен в этой работе. 
Ответ отрицательный, далее будет доказано, что множество G не является ис-
черпывающим в случае неисправностей типа 0 на выходах элементов и B  B3.  

Функции множества M исследовал А. В. Васин [7]. Для инверсных не-
исправностей на выходах элементов он доказал, что: 

1) если полный конечный базис B содержит некоторую функцию мно-
жества M, то любую функцию f в этом базисе можно реализовать схемой A  
с ненадежностью P(A) ≤ 2ε + 204ε2 при всех ε  (0,1/960];  

2) если базис B  B3\G и BM, то в базисе B почти для всех функ-
ций асимптотически оптимальные по надежности схемы функционируют  
с ненадежностью, асимптотически равной 2ε при ε → 0. Эта асимптотическая 
оценка ненадежности в два раза хуже аналогичной оценки при неисправно-
стях типа 0 на выходах элементов, полученной в этой работе. 

Вспомогательные ранее известные результаты 

Обозначим через f   функцию f , если 1,   и функцию f , если 

0  , а схему, реализующую функцию f   ( {0,1} ), будем обозначать S . 

Пусть схема Sg реализует функцию g  G4 (напомним, что 

g = 31 2 4
1 2 3 4x x x x   , или g = 31 2 4

1 2 3 4( )( ),x x x x     {0,1},i   i{1, 2, 3, 4}). 

Возьмем схему 1S , реализующую функцию 1f  , схему 2S , реализующую 

функцию 2f  , схему 3S , реализующую функцию 3 ,f   и схему 4S , реа-

лизующую функцию 4f  . Используя схемы Sg, 1S , 2S , 3S  и 4S , по-

строим схему (рис. 1), которую также обозначим Ф(S1, S0). Нетрудно прове-
рить, что и в этом случае схема Ф(S1, S0) реализует функцию f. Всюду далее 
схему S1 будем обозначать S. 

Пусть схема Sg реализует функцию g  G1 (т.е. функция g имеет вид 

g = 3 31 2 1 2
1 2 1 3 2 3x x x x x x      , {0,1},i   i  {1, 2, 3}). Возьмем схему 1S , 

реализующую функцию 1f  , схему 2S , реализующую функцию 2 ,f   и 

схему 3S , реализующую функцию 3f  . Используя схемы Sg, 1S , 2S  и 

3S , построим схему Ф(S0, S1) (рис. 2). Нетрудно проверить, что схема  
Ф(S0, S1) реализует функцию f. 

Операция Ф (рис. 1, 2) по схемам S и S0, реализующим булевы функции 
f и f  соответственно, строит схему Ф(S, S0), реализующую функцию f. Ре-
зультат n -кратного применения ( nN ) операции Ф к схемам S и S0 будем 
обозначать Фn(S, S0). Применение операции Ф к некоторым схемам S и S0 при 
некоторых условиях на их ненадежности P(S) и P(S0) приводит к схемам, 
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имеющим более высокую надежность, чем исходная схема S  В том случае, 
когда операция Ф применяется только к схемам S (т.е. когда все числа 

1i  ), результат ее применения будем обозначать Ф(S). Если же операция Ф 

применяется только к схемам S0 (т.е. когда все числа 0i  ), результат ее 
применения будем обозначать Ф(S0).  

 

  
Рис. 1 Рис. 2 

 
Лемма 1 [3]. Допустим, что произвольную функцию f можно реализо-

вать схемой S с ненадежностью не больше p (p ≤ 1/2). Пусть Sg – схема, реа-
лизующая функцию 1 4g G G   с ненадежностью P(Sg) (P(Sg) ≤ 1/2), причем 

v0 и v1 – вероятности ошибок схемы Sg на наборах  1 2 3 4, , ,     и 

 1 2 3 4, , ,     соответственно, если g зависит от четырех переменных, и 

на наборах  1 2 3, ,    и  1 2 3, ,    соответственно, если g зависит от 

трех переменных. Тогда схема Ф(S, S0) реализует функцию f с ненадежно-
стью  

P(Ф(S, S0)) ≤ max{v0, v1} + 4p P(Sg) + 6p2, если 4g G  (рис. 1),  

и  

P(Ф(S, S0)) ≤ max{v0, v1} + 3p P(Sg) + 3p2, если 1g G  (рис. 2). 

Лемма 2 [8]. В произвольном полном конечном базисе B любую булеву 
функцию f можно реализовать такой схемой S, что при всех ε  (0, 1/960] ее 
ненадежность P(S) ≤ 5,2ε. 

Лемма 3 [6]. Пусть схема Sh реализует функцию 1 2 3( , , )h x x x   

31 2
1 2 3 ,x x x     {0,1}, 1,2,3i i    с ненадежностью P(Sh), причем w0, w1 – 

вероятности ошибок схемы Sh на наборах ( 1 , 2 , 0), ( 1 , 2 , 1). Тогда 

можно построить такую схему Sg, реализующую функцию 1 2 3( , , )g x x x   

3
1 1 3 2 32( )x x x x x x    , что P(Sg) ≤ P(Sh) + 2 p  ( p  – максимальная из 

ненадежностей схем, реализующих функции 1 2x x  и 1 2 1x x   в рассмат-

риваемом базисе), а для вероятностей ошибок v1 и v0 схемы Sg на наборах 

(0,0,0) и (1,1,1) выполняются неравенства: v1, v0 ≤ max{w0, w1} + 2 2p . 
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Основные результаты 

Лемма 4. Пусть 1 2 3( , , )x x x  M1B, тогда в базисе B функцию 4g G  
можно реализовать такой схемой Sg, что при (0;1/2) ее ненадежность 
P(Sg) ≤ 2, а вероятности ошибок v0 и v1 схемы gS  на наборах 

   1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , ,и         соответственно удовлетворяют неравен-

ствам v0 ≤ ε и v1 ≤ ε. 
Доказательство. Пусть базис B содержит функцию из множества M1. 

Возможны следующие варианты: 
1.    1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

подстановкой 2z  вместо 2x  и 3x  получим функцию 1 1 2z z  . Тогда 

     1 1 2 2 3 1 2 2 3 4, , ,g z z x x z z x x G       , причем 1 1,   2 1,   

3 0,   4 0  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозна-

чим gS . Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,    = (1, 1, 0, 0) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,    = (0, 0, 1, 1) и получим 

1 0v  . 

2.    1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

подстановкой 2z  вместо 2x  и 3x  получим функцию 1 1 2z z  . Тогда 

     1 1 2 2 3 1 2 2 3 4, , ,g z z x x z z x x G       , причем 1 1,   2 1,   

3 0,   4 1  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозна-

чим gS . Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,    = (1, 1, 0, 1) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,    =(0, 0, 1, 0) и получим 

1 0v  . 

3.    1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

3x , подстановкой 2z  вместо 2x  получим функцию 2 1 2z z  . Тогда 

     2 1 2 2 3 1 2 2 3, , ,g z z x x z z x x      , причем 1 1,   2 1,   3 0,   

4 1  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозначим gS . 

Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,    = (1, 1, 0, 1) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,    = (0, 0, 1, 0) и получим 

1 0v  .  

Функция  1 2 3x x x  конгруэнтна функции    1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , 

рассмотренной в п. 3, следовательно, для нее утверждение леммы верно. 
4.  1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

подстановкой 2z  вместо 2x  и 3x  получим 1 1 2z z   . Тогда 
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  1 1 2 2 3 1 2 2 3 4, , ,g z z x x z z x x G      , причем 1 1,   2 1,   3 0,   

4 0  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозначим gS . 

Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,     = (1, 1, 0, 0) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,     = (0, 0, 1, 1) и получим 

1v   . 

5.  1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

подстановкой 2z  вместо 2x  и 3x  получим 1 1 2z z   . Тогда 

  1 1 2 2 3 1 2 2 3 4, , ,g z z x x z z x x G      , причем 1 1,   2 0,   3 1,   

4 1  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозначим gS . 

Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,     = (1, 0, 1, 1) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,    = (0, 1, 0, 0) и получим 

1v   . 

6.  1 2 3 1 2 3, ,x x x x x x   , тогда из нее подстановкой 1z  вместо 1x  и 

3x , подстановкой 2z  вместо 2x  получим функцию 2 1 2z z   . Тогда 

  2 1 2 2 3 1 2 2 3 4, , ,g z z x x z z x x G      , причем 1 1,   2 1,   3 0,   

4 1  . Схему из двух элементов, реализующую функцию g, обозначим gS . 

Вычислим вероятность ошибки v0 на выходе схемы gS  на наборе 

 1 2 3 4, , ,     = (1, 1, 0, 1) и получим 0v   . Вычислим вероятность ошибки 

v1 на выходе схемы gS  на наборе  1 2 3 4, , ,    = (0, 0, 1, 0) и получим 

1v   . 

Отметим, что функция 1 2 3x x x  конгруэнтна функции 1 2 3x x x , рас-
смотренной в п. 6, следовательно, для нее утверждение леммы верно. 

Лемма 4 доказана.  
Теорема 1. Пусть полный конечный базис B содержит функцию 

1M . Тогда любую булеву функцию f в базисе B можно реализовать такой 
схемой A, что при всех ε  (0, 1/960] верно неравенство P(A) ≤ ε+15ε2. 

Доказательство. Пусть 1 2 3( , , )x x x M1B. По лемме 4 функцию 

gG4 (т.е. g = 31 2 4
1 2 3 4x x x x    или g = 31 2 4

1 2 3 4( )( ),x x x x     {0,1},i   

i{1, 2, 3, 4}) в базисе B можно реализовать такой схемой Sg, что P(Sg) ≤ 2ε, а 
вероятности ошибок v0 и v1 на наборах  1 2 3 4, , ,     и  1 2 3 4, , ,     

удовлетворяют неравенствам 0 ,v    1v   . Следовательно, max{v0, v1} .  
Пусть f  произвольная булева функция. По лемме 2 функции f и f  

можно так реализовать схемами S и S0 соответственно, что P(S) ≤ 5,2ε и  

P(S0)≤ 5,2ε. Используя схему Sg, а также схемы 1S , 2S , 3S  и 4S , по-
строим схему Ф(S, S0), реализующую функцию f (рис. 1). По лемме 1 оценим 
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ненадежность построенной схемы Ф(S, S0), полагая p = 5,2ε. Получаем нера-
венство  

P (Ф(S, S0)) ≤ max{v0, v1} + 4p P(Sg) + 6p2 ≤ ε + 4  5,2ε  2ε + 6  (5,2ε)2 ≤  

≤ ε + 204ε2 ≤ 1,3ε при  (0;1/960]. 

По схеме Ф(S, S0) построим схему 2(S, S0) и снова применим лемму 1 
для оценки ненадежности схемы 2(S, S0), полагая p = 1,3ε. Получаем нера-
венство 

P(2(S, S0) ≤ max{v0, v1} + 4p P(Sg) + 6p2 ≤ ε + 4  1,2ε  2ε + 6  (1,2ε)2 ≤ 

≤ ε + 19ε2 ≤ 1,02ε при  (0; 1/960].  

По схеме 2(S, S0) построим схему 3(S, S0) и по лемме 1 оценим нена-
дежность схемы 3(S, S0), полагая p = 1,02ε:  

P(3(S, S0)) ≤ max{v0, v1} + 4p P(Sg) + 6p 2 ≤ 

≤ ε + 4  1,02ε  2ε + 6  (1,02ε)2 ≤ ε+15ε2. 

Схема 3(S, S0) = A – искомая. 
Теорема 1 доказана. 
Лемма 5. Пусть 1 2 3( , , )x x x  M2B, тогда в базисе B функцию hG2 

(т.е. 31 2
1 2 3 1 2 3( , , )h x x x x x x   , {0,1},i  i{1, 2, 3}) можно реализовать 

такой схемой Sh, что P(Sh) ≤ 2ε, а вероятности ошибок w0, w1 на выходе схе-
мы Sh на наборах ( 1 , 2 ,1), ( 1 , 2 ,0) соотвественно удовлетворяют нера-

венствам w0 ≤ ε, w1 ≤ ε. 
Доказательство. Проверим верность леммы для функций множества M2.  
1. Пусть 1 2 3( , , )x x x =   1 2 1 2 3x x x x x   . Тогда 1 2 3( , , )h x x x  = 

= 1 1 2 3 3( ( , , ), , )x x x x x  = 1 2 3x x x , т.е. σ1 = 1, σ2 = 0, σ3 = 1. Поскольку для реа-

лизации функции h двух элементов достаточно, верно неравенство P(Sh) ≤ 2ε. 
Вычислим вероятность ошибки w0 на выходе схемы Sh на наборе ( 1 , 2 ,1) = 

= (0,1,1) и получим w0 = ε. Вычислим вероятность ошибки w1 на выходе схе-
мы Sh на наборе ( 1 , 2 ,0) = (0,1,0) и получим w1 = 0. 

2. Пусть 1 2 3( , , )x x x =   1 2 1 2 3x x x x x   . Тогда 1 2 3( , , )h x x x  = 

= 1 2 1 3 1( ( , , ), , )x x x x x  = 1 2 3x x x , т.е. σ1 = 1, σ2 = 1, σ3 = 0. Поскольку для реа-

лизации функции h двух элементов достаточно, верно неравенство P(Sh) ≤ 2ε. 
Вычислим вероятность ошибки w0 на выходе схемы Sh на наборе ( 1 , 2 ,1) =  

= (0,0,1) и получим w0 = ε. Вычислим вероятность ошибки w1 на выходе схе-
мы Sh на наборе ( 1 , 2 ,0) = (0,0,0) и получим w1 = ε. 

3. Пусть 1 2 3( , , )x x x =   1 2 1 2 3x x x x x   . Тогда 1 2 3( , , )h x x x  = 

1 1 2 3 3( ( , , ), , )x x x x x  = 1 2 3x x x , т.е. σ1 = 0, σ2 = 1, σ3 = 1. Поскольку для реа-

лизации функции h двух элементов достаточно, верно неравенство P(Sh) ≤ 2ε. 
Вычислим вероятность ошибки w0 на выходе схемы Sh на наборе ( 1 , 2 ,1) =  

= (1,0,1) и получим w0 = ε. Вычислим вероятность ошибки w1 на выходе схе-
мы Sh на наборе ( 1 , 2 ,0) = (1,0,0) и получим w1 = 0. 
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4. Пусть 1 2 3( , , )x x x =    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x      . Тогда 

1 2 3( , , )h x x x  = 1 1 2 1 3( ( , , ), , )x x x x x  = 1 2 3x x x , т.е. σ1 = 1, σ2 = 0, σ3 = 1. По-
скольку для реализации функции h двух элементов достаточно, верно нера-
венство P(Sh) ≤ 2ε. Вычислим вероятность ошибки w0 на выходе схемы Sh на 
наборе ( 1 , 2 ,1) = (0,1,1) и получим w0 = ε. Вычислим вероятность ошибки 

w1 на выходе схемы Sh на наборе ( 1 , 2 ,0) = (0,1,0) и получим w1 = ε. 

5. Пусть 1 2 3( , , )x x x =    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x      . Тогда 

1 2 3( , , )h x x x  = 1 1 2 1 3( ( , , ), , )x x x x x  = 1 2 3x x x , т.е. σ1 = 1, σ2 = 1, σ3 = 0. По-
скольку для реализации функции h двух элементов достаточно, верно нера-
венство P(Sh) ≤ 2ε. Вычислим вероятность ошибки w0 на выходе схемы Sh на 
наборе ( 1 , 2 ,1) = (0,0,1) и получим w0 = ε. Вычислим вероятность ошибки 

w1 на выходе схемы Sh на наборе ( 1 , 2 ,0) = (0,0,0) и получим w1 = ε. 
Лемма 5 доказана. 
Теорема 2. Пусть полный базис B содержит функцию  1 2 3, ,x x x   

2M . Тогда любую булеву функцию f в базисе B можно реализовать схемой 
A так, что при всех ε(0, 1/960] верно неравенство P(A) ≤ ε + 100ε2. 

Доказательство. Пусть 1 2 3( , , )x x x M2B. Применима лемма 5, со-
гласно которой в базисе B некоторую функцию hG2, т.е. функцию вида 

31 2
1 2 3 1 2 3( , , )h x x x x x x   , {0,1},i   i{1, 2, 3}, можно реализовать такой 

схемой Sh, что P(Sh) ≤ 2ε, а вероятности ошибок w0, w1 на выходе схемы Sh на 
наборах ( 1 , 2 ,1), ( 1 , 2 ,0) соотвественно удовлетворяют неравенствам  
w0 ≤ ε, w1 ≤ ε.  

По лемме 2 функции 1 2x x  и 1 2 1x x   можно реализовать схемами 
S1 и S2 соответственно так, что P(S1) ≤ 5,2ε и P(S2) ≤ 5,2ε. Следовательно, 
p = 1 2max{ ( ), ( )}P S P S ≤ 5,2ε. 

По лемме 3, используя схему Sh, построим такую схему Sg, реализую-

щую функцию 3
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) ( )g x x x x x x x x x    , что P(Sg) ≤ P(Sh) + 2 p  ≤ 

≤ 2ε + 2  5,2ε ≤ 12,4ε, а для вероятностей ошибок v1 и v0 схемы Sg на наборах 

(0,0,0) и (1,1,1) выполняются неравенства: v1, v0 ≤ max{w0, w1} + 2 2p  ≤ 
≤ ε + 2(5,2ε)2 ≤ ε + 54,1ε2 при ε(0, 1/960]. 

Пусть f  произвольная булева функция. 
Если 3 1  , то возьмем три экземпляра схемы S, реализующей функцию 

f с ненадежностью P(S) ≤ 5,2ε (по лемме 2 это возможно), а также один эк-
земпляр схемы Sg и построим схему (S) (рис. 2), реализующую функцию f .  
По лемме 1 оценим ненадежность построенной схемы Ф(S): P(Ф(S)) ≤  
≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 5,2ε · 12,4ε + 3 · (5,2ε)2 ≤ ε +328,7ε2 ≤ 1,35ε при ε  (0, 1/960]. 
По схеме Ф(S) построим схему Ф2(S). Применим лемму 1 и получим: P(Ф2(S)) ≤  
≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 1,35ε · 12,4ε +3·(1,35ε)2 ≤ ε + 110ε2 ≤ 1,115ε при ε  (0, 1/960]. 
По схеме Ф2(S) построим схему Ф3(S). Применим лемму 1 и получим: 
P(Ф3(S)) ≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 1,115ε · 12,4ε + 3 · (1,115ε)2 ≤ ε + 100ε2. Схема 
Ф3(S) = A – искомая. 

Если 3 0  , то возьмем три экземпляра схемы S0, реализующей функ-

цию f  с ненадежностью P(S0) ≤ 5,2ε (по лемме 2 это возможно), а также 
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один экземпляр схемы Sg и построим схему (S0) (рис. 2), реализующую 
функцию f . По лемме 1 оценим ненадежность построенной схемы Ф(S0): 
P(Ф(S0)) ≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 5,2ε · 12,4ε + 3 · (5,2ε)2 ≤ ε + 328,7ε2 ≤ 1,35ε при 
ε  (0, 1/960]. По схеме Ф(S0) построим схему Ф2(S0). Применим лемму 1 и 
получим: P(Ф2(S0)) ≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 1,35ε · 12,4ε + 3 · (1,35ε)2 ≤ ε + 110ε2 ≤  
≤ 1,115ε при ε  (0, 1/960]. По схеме Ф2(S0) построим схему Ф3(S0). Применим 
лемму 1 и получим: P(Ф3(S0)) ≤ ε + 54,1ε2 + 3 · 1,115ε · 12,4ε + 3 · (1,115ε)2 ≤  
≤ ε + 100ε2. Схема Ф3(S0) = A – искомая. 

Теорема 2 доказана. 
Лемма 6. Пусть 1 2 3( , , )x x x =   1 2 1 2 3x x x x x    (т.е. 1 2 3( , , )x x x  

M3), содержится в базисе B, тогда в базисе B можно построить такую схе-

му Sg, реализующую функцию 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , )g x x x x x x x x x   , что P(Sg) ≤ 4ε, 

а вероятности ошибок v1 и v0 схемы Sg на наборах (0,0,0) и (1,1,1) равны:  
v1 = 0, v0 = ε. 

Доказательство. Пусть   1 2 3 1 2 1 2 3( , , )x x x x x x x x      содержится 

в базисе B. Тогда функция 2 3 2 2 1 1 2 2 3 1 2 3 3( ( , , ), , ) ( , , )x x x x x x x x x m x x x G      , 

причем σ1 = 1, σ2 = 1, σ3 = 1. Поскольку для реализации функции m двух эле-
ментов достаточно, верно неравенство P(Sm) ≤ 2ε. Вычислим вероятность 
ошибки P0(Sm, (1,1,1)) схемы Sm на наборе (1,1,1) и получим P0(Sm, (1,1,1)) = ε. 
Вычислим вероятность ошибки P1(Sm, (0,0,0)) схемы Sm на наборе (0,0,0) и 
получим P1(Sm, (0,0,0)) = 0. 

Моделируя формулу   1 1 2 3 3, , , ,m x m x x x x , построим схему Sg, со-

стоящую из четырех элементов и реализующую функцию 1 2 3( , , )g x x x   

1 2 1 3 2 3x x x x x x   . Тогда P(Sg) ≤ 4ε. Вычислим вероятность ошибки v1 схе-

мы Sg на наборе (0,0,0) и получим v1 = 0. Вычислим вероятность ошибки v0 
схемы Sg на наборе (1,1,1) и получим v0 = ε. 

Лемма 6 доказана. 
Теорема 3. Пусть полный базис B содержит функцию 

 1 2 3 3, ,x x x M  . Тогда любую булеву функцию f в базисе B можно реализо-

вать схемой A так, что при всех ε  (0, 1/960] верно неравенство P(A) ≤ 
≤ ε + 16ε2. 

Доказательство. Пусть   1 2 3 1 2 1 2 3( , , )x x x x x x x x     M3B. 

Тогда по лемме 6 функцию 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , )g x x x x x x x x x    можно реализо-

вать такой схемой Sg, что P(Sg) ≤ 4ε, а вероятности ошибок v1 и v0 схемы Sg на 
наборах (0,0,0) и (1,1,1) соответственно равны v1 = 0, v0 = ε. 

Пусть f  произвольная булева функция. Возьмем три экземпляра схе-
мы S, реализующей функцию f с ненадежностью P(S) ≤ 5,2ε (по лемме 2 это 
возможно), а также один экземпляр схемы Sg и построим схему (S) (рис. 2), 
реализующую функцию f . По лемме 1 оценим ненадежность построенной 

схемы Ф(S): P(Ф(S)) ≤ ε + 3 · 4ε · 5,2ε + 3 · (5,2ε)2 ≤ ε + 143,5ε2 ≤ 1,2ε при  
ε  (0, 1/960]. По схеме Ф(S) построим схему Ф2(S). По лемме 1 оценим нена-
дежность схемы Ф2(S) и получим P(Ф2(S)) ≤ ε + 3 · 4ε · 1,2ε + 3 · (1,2ε)2 ≤  
≤ ε + 18,72ε2 ≤ 1,2ε при ε  (0, 1/960]. По схеме Ф2(S) построим схему Ф3(S). 
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По лемме 1 оценим ненадежность схемы Ф3(S) и получим P(Ф3(S)) ≤ ε + 
+ 3 · 4ε · 1,02ε +3 · (1,02ε)2 ≤ ε + 16ε2. Схема Ф3(S) = A – искомая. 

Теорема 3 доказана. 

Выводы 

1. Если полный конечный базис B содержит функцию  1 2 3, , ,x x x M   

то любую булеву функцию f в базисе B можно реализовать схемой A так, что 
при всех ε  (0, 1/960] верно неравенство P(A) ≤ ε + 100ε2. 

2. При неисправностях типа 0 на выходах элементов функции множест-
ва M обладают тем же свойством, что и функции множества *M  G, т.е. на-
личие их в полном конечном базисе B гарантирует реализацию почти всех 
булевых функций асимптотически оптимальными по надежности схемами, 
функционирующими с ненадежностью, асимптотически равной ε при ε → 0.  

В заключение укажем известные [3–6] на момент написания статьи 
функции  1 2 3, ,x x x  такие, что если полный конечный базис содержит 

функцию φ, то он обладает ε-свойством.  
Булевы функции f1 и f2 назовем конгруэнтными, если одна из них может 

быть получена из другой заменой переменных (без отождествления). Пусть 
XB3. Обозначим Congr(X) – множество всех функций, зависящих от пере-
менных x1, x2, x3, каждая из которых конгруэнтна некоторой функции множе-
ства X. Например, Congr{1, x1, x1& x2}={1, x1, x2, x3, x1&x2, x2&x3, x1&x3}. 

Обозначим *G = G  Congr{ *M }  Congr{M}: 

*G =G1G2G3Congr{ 1 2 1 2 3x x x x x , 1 2 1 2 3x x x x x , 1 2 1 2 3,x x x x x  

 1 2 1 2 3x x x x x , 1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x  , 1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x  ,  

1 2 3 1 2 3x x x x x x , 1 2 3 1 2 3x x x x x x ,    1 2 3 1 2 3,x x x x x x  ,  

 1 2 3 1 2 3,x x x x x x  , 1 2 3 1 2 3,x x x x x x  ,   1 2 1 2 3x x x x x   ,  

  1 2 1 2 3x x x x x   ,   1 2 1 2 3x x x x x   ,  

 1 2 3x x x   1 2 3x x x   1 2 3x x x  ,  

  1 2 1 2 3 ,x x x x x    1 2 3x x x   1 2 3x x x   1 2 3x x x  }, 

| *G |= 116, в то время как 56G  . 

Вопрос «Является ли множество *G  исчерпывающим, если базис B  B3, 
а базисные элементы подвержены неисправностям типа 0 на выходах?» оста-
ется открытым. 

Цель дальнейших исследований авторов – найти и описать все 
функции  1 2 3, ,x x x , наличие которых в полном конечном базисе B гаран-

тирует реализацию почти всех булевых функций асимптотически оптималь-
ными по надежности схемами, функционирующими с ненадежностью, асим-
птотически равной ε при ε → 0. 
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